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Выпускная квалификационная работа по теме «Математическое 
моделирование контактного взаимодействия пластин в веерной системе» 
содержит 28 страниц текстового документа, 2 приложения, 7 использованных 
источников. 
ВЕЕРНЫЙ МЕХАНИЗМ, ЗАДАЧА КОШИ, МЕТОД МЕРСОНА, 
АЛГОРИТМ УДЗАВЫ, ВАРИАЦИОННОЕ НЕРАВЕНСТВО. 
Цели: 
-разработать алгоритм численной реализации математической модели, 
описывающей передачу вращательного движения в системе связанных пластин 
на плоском основании (станине) на основе метода Мерсона решения задачи 
Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений;  
-выполнить расчеты распространения веерных волн при различных углах 
наклона станины и различных коэффициентах вязкости. 
С помощью численного эксперимента установлено, что результаты 
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Недавние исследования, проведенные профессором Тарасовым из 
Университета Западной Австралии [1,2], позволили выявить «неуловимый» 
механизм динамического разрушения, который при высоких давлениях 
активизируется в прочных горных породах. Особенность данного механизма 
состоит в том, что в голове трещины образуются прочные домино-пластины, 
которые сохраняют целостность при вращении (Рисунок 1) [2], а не 
разрушаются, как считалось ранее, вследствие чего снижается трение между 
сдвигающимися берегами трещины. Из-за неравномерности относительно 
сдвига берегов вращающиеся пластины образуют веер в голове трещины. Веер 
может перемещаться волнообразно с высокой скоростью, превосходящей 
скорость распространения упругих волн сдвига [2] и очень малым 
сопротивлением, что делает породы суперхрупкими [3,4], а процесс 




Рисунок 1 – «Домино-структура» 
 
Для наглядной иллюстрации этого процесса Б.Г.Тарасовым была 
разработана физическая лабораторная модель веерного механизма, которая дает 
возможность изучать его уникальные свойства.  
В бакалаврской работе К.А. Кулаева построена аналогичная физическая 
(лабораторная) модель и получены уравнения математической модели -  
система (n-1) однородных дифференциальных уравнений второго порядка для 
степеней свободы 𝑖 = 2,3,… , 𝑛: 













































= −𝑎(ℎ + 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖 − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖−1))𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖 +
+𝑎2(𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖 − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖−1)𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖
,                (1) 
 
где J – момент инерции пластины; 
      𝜑𝑖 – угол поворота пластины; 
      𝐹𝑖 – обобщенные силы; 
      𝑅𝑖+1/2, 𝑅𝑖−1/2 – реакции связи; 








 – расстояние между верхними концами пластин; 
      𝑎 – высота пластины; 
      ℎ – расстояние между осями вращения. 
Обобщенные силы вычисляются по формуле 
 
𝐹𝑖 = 𝑄𝑖𝑎𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑖) − 𝑃𝑖𝑎𝑐𝑜𝑠(𝜑𝑖),                     (2) 
 
 где 𝑄𝑖 – горизонтальные усилия; 










𝑐𝑜𝑠𝜓,            (4) 
 
где m – масса пластины; 
      𝜓 − угол наклона станины; 
      g – ускорение свободного падения. 
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Расстояние между верхними концами пластин рассчитывается по 
формуле: 
 
𝑠𝑖+1/2 = √(ℎ + 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖+1 − 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖))
2
+ 𝑎2(𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖+1 − 𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖)2.    (5) 
 
𝑅𝑖+1/2 − это функция, зависящая от (𝜀𝑖+1/2) - деформации связи между 
соседними пластинами, которая вычисляется по формуле  
 
𝜀𝑖+1/2 = (𝑠𝑖+1/2 − ℎ)/ℎ.             (6) 
  





.              (7) 
 
Для 𝑖 = 1 задается условие 
 
𝜑1 = 𝜑0 +𝜔0𝑡 = 𝜑0 +
(𝜋−2𝜑0)
𝑇
𝑡,                  (8) 
 
где 𝜑0 – начальный угол; 
      T – время раскрытия; 
      𝜔0 – угловая скорость.  
Это условие означает принудительный разворот первой пластины с 
постоянной угловой скоростью 𝜔0 и обеспечивает раскрытие веера за время T.  
Предполагается, что конечная пластина в системе связана только с 
предыдущей пластиной, поэтому справа на неё не действует сила натяжения, 
т.е.: 
 




Моменты 𝑀𝑖 являются заданными функциями углов поворота и угловых 
скоростей пластин. Они обеспечивают выполнение односторонних 
ограничений на углы поворота 𝜑0 ≤ 𝜑1 ≤
𝜋
2
− 𝜑0, которые реализуются в 
процессе численного счета с помощью специального алгоритма корректировки 
решения.  
Для системы уравнений (1) ставится задача Коши 
 
𝜑𝑖 = 𝜑0  и 𝜑𝑖̇ = 0 при 𝑡 = 0,                 (10) 
 




1 Метод Мерсона 
 
В качестве метода численного решения был выбран метод Мерсона 
переменного шага, который обладает хорошей устойчивостью при решении 
жестких задач и для которого имеется простая процедура автоматического 
выбора шага интегрирования с контролем точности вычислений. 




= 𝑓(𝑦),                    (11) 
 
где  𝑦 = (𝜑1, 𝜑1̇, 𝜑2, 𝜑2̇, … , 𝜑𝑛, 𝜑?̇?) = (𝜑1, 𝜔1,𝜑2, 𝜔2,, … , 𝜑𝑛, 𝜔𝑛). 
Метод Мерсона для системы (11) сводится к следующим этапам 
вычислений: 
 
𝑘1 = ∆𝑡𝑓(𝑦);                   (12) 
 
𝑘2 = ∆𝑡𝑓(𝑦 +
𝑘1
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);                  (13) 
 






);                  (14) 
 






);                 (15) 
 






+ 2𝑘4);                (16) 
 









.                (17)  
 







(2𝑘1 − 9𝑘3 + 8𝑘4 − 𝑘5).               (18) 
 
Если максимальное значение этой величины по всем уравнениям системы 
больше, чем заданная погрешность вычислений Ε, то производится пересчёт 
полученного решения с половинным шагом, а если меньше, чем  Ε/32, то для 




2 Алгоритм корректировки решения 
 
Для численной реализации физической модели контактного 
взаимодействия пластин в веере был разработан специальный алгоритм, 
основанный на вариационной формулировке условий их контакта. Момент сил 
реакции 𝑀𝑖, приложенных к пластине с номером 𝑖, равняется нулю, если она 
находится в свободном состоянии; момент сил положителен, если пластина 𝑖 
опирается на (𝑖 + 1)-ю пластину; отрицателен, если она опирается на (𝑖 − 1)-ю 
пластину. В случае одновременного контакта соседних пластин знак 𝑀𝑖 может 
быть произвольным. В общем случае выполняется вариационное неравенство: 
 
𝛿𝐴′ = ∑ 𝑀𝑖
𝑛
𝑖=1 𝛿𝜑𝑖 ≥ 0,                 (19) 
 
где 𝛿𝐴 – виртуальная работа; 
      𝑀𝑖 – вращательный момент. 
Это неравенство представляет собой математическую формулировку 
принципа минимума работы сил реакции на возможных перемещениях 
системы. Возможные перемещения подчиняются кинематическим 
ограничениям 
 
𝜋 − 𝜑0 ≥ 𝜑1 ≥ 𝜑2 ≥ ⋯ ≥ 𝜑𝑛 ≥ 𝜑0.                (20) 
 
Если 𝜑𝑖−1 > 𝜑𝑖 > 𝜑𝑖+1, то есть в системе трех соседних пластин контакт 
отсутствует, то из неравенства (19), с учётом произвольности вариации 𝛿𝜑𝑖 
следует, что 𝑀𝑖 = 0. Если контакт происходит с (𝑖 + 1)-ой пластиной (𝜑𝑖−1 >
𝜑𝑖 = 𝜑𝑖+1), то 𝛿𝜑𝑖 ≥ 0 и 𝑀𝑖 ≥ 0. А если с (𝑖 − 1)-ой пластиной (𝜑𝑖−1 = 𝜑𝑖 >
𝜑𝑖+1), то 𝛿𝜑𝑖 ≤ 0 и 𝑀𝑖 ≤ 0. При одновременном контакте трех пластин (𝜑𝑖−1 =
𝜑𝑖 = 𝜑𝑖+1) допустимая вариация 𝛿𝜑𝑖 = 0 и знак 𝑀𝑖 не определен.  
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Момент 𝑀𝑖 входит в правую часть уравнения вращательного движения 
системы (1) для 𝑖 −ой пластины. Поэтому после аппроксимации уравнений на 
каждом шаге по времени возникает линейная связь вида  
 
𝑀𝑖 = 𝜇(𝜑𝑖 − 𝜑?̅?),                   (21) 
 
где 𝜇 – положительная постоянная, пропорциональная моменту инерции 
пластины; 
      𝜑𝑖 – текущее значение угла поворота; 
      𝜑?̅? – значение угла из уравнения (1) без учёта контактного взаимодействия 
(𝑀𝑖 = 0). 
После исключения 𝑀𝑖 вариационное неравенство (19) преобразуется к 
виду 
 
∑ (𝜑𝑖 − ?̅?𝑖)
𝑛
𝑖=1 𝛿𝜑𝑖 ≥ 0.                  (22) 
 
Ограничения (20) задают в пространстве обобщенных координат 
выпуклое и замкнутое множество. Используя условия выпуклости и 
замкнутости, можно показать, что решение неравенства (22) при ограничениях 
(20) существует, единственно и является проекцией вектора с координатами ?̅?𝑖 
на данное множество. Строгое доказательство этого утверждения в более 
общей формулировке можно найти, например, в монографии [5]. 
При нахождении проекции в расчетах используется одна из версий 
итерационного алгоритма Удзавы [6], предназначенного для вычисления 
седловых точек. После применения теоремы Куна–Таккера задача сводится к 









∑ (𝜑𝑖 − 𝜑?̅?)








где 𝜆𝑖+1/2 - множители Лагранжа, отвечающие ограничениям 𝜑𝑖+1 − 𝜑𝑖 ≤ 0.  
Для компактности обозначений принимаем 𝜑𝑛+1 = 𝜑0. На начальной 




= 0. Затем производится 




















,                (25) 
 
где 𝛾 > 0 – итерационный параметр; 
     𝑧+ = max (𝑧, 0); 
     𝑖 = 1,2,… , 𝑛. 
В соответствии с граничными условиями  
 
𝜑1
𝑘+1 = ?̅?1;                   (26) 
 
 𝜑𝑛+1
𝑘+1 = 𝜑0.                   (27) 
 
Окончание счета по рекуррентным формулам происходит тогда, когда 






| ≤ Ε.                   (28) 
 
Доказано [7], что алгоритм сходится при 𝑘 → ∞, если 𝛾 < 1/2.  
Данный алгоритм корректировки решения реализован в среде Delphi XE2, 





3 Результаты расчетов 
 
Численная реализация метода Мерсона была выполнена в системе Matlab, 
текст программы приведен в Приложении Б. 
Для оценки влияния трения проводились сравнительные расчеты 
медленного раскрытия веера за время T = 6с при малом (𝜏 =  0,5 с) и при 
относительно большом (𝜏 =  2 с) времени релаксации. Расчеты показали, что 
силы вязкого трения способствуют быстрой остановке движения. В первом 
случае веер окончательно тормозится на малом расстоянии от первой пластины 









Рисунок 3 – Вид веерной системы после остановки при 𝜏 =  2 с 
 
До момента остановки веера глубина его продвижения существенно 
зависит от скорости раскрытия, характеризуемой временем T, возрастая по 
мере увеличения скорости. В случае времени раскрытия веера T = 2с 
расстояние торможения превосходит половину длины веера при малом времени 
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релаксации, и при дальнейшем уменьшении времени раскрытия глубина 
продвижения возрастает.  
Веер переходит из равновесного состояния в неравновесное, если к 
включающей его домино-системе приложить дополнительное сдвиговое 
напряжение. В физической модели такое напряжение может быть обеспечено 
наклоном основания относительно горизонтальной плоскости на угол 𝛼. 
Неравновесность вызывает перемещение веера вдоль домино-системы в виде 
бегущей волны.  
В данной работе также проведены расчеты для разных углов наклона: 𝛼 =
5°, 10°, 20° и более. Считалось, что к начальному моменту времени веер уже 
сформировался. Расчеты показали, что страгивание и последующее движение 
веера происходит при малых углах наклона. Увеличение угла приводит к 
возрастанию скорости перемещения веера. 
На Рисунке 4 изображены последовательные стадии раскрытия веера за 
счет принудительного поворота первой пластины, включая страгивание и 
движение. В расчетах принято: время раскрытия T = 3 с; угол наклона 𝛼 = 10° . 
Третья картина относится к моменту начала движения веера как волны. 
Заметим, что страгивание веера происходит до наступления момента его 







Рисунок 4 – Стадии формирования и движения веера в разные моменты 






В  работе получены следующие результаты: 
1. Разработан алгоритм численной реализации математической модели, 
описывающей передачу вращательного движения в системе связанных пластин 
на плоском основании (станине), учитывающий контактное взаимодействие 
пластин; 
2. С помощью разработанной программы выполнены расчеты процесса 
формирования  и последующего движения веера за счёт принудительного 
поворота первой пластины. 
3. Установлено, что результаты вычисления длины и скорости веера 
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  Winapi.Windows, Winapi.Messages, System.SysUtils, System.Variants, 
System.Classes, Vcl.Graphics, 
  Vcl.Controls, Vcl.Forms, Vcl.Dialogs, Vcl.StdCtrls, Vcl.ExtCtrls, math; 
type 
  TForm1 = class(TForm) 
    Image1: TImage; 
    Label1: TLabel; 
    Labelfi: TLabel; 
    Button1: TButton; 
    Edit1: TEdit; 
    Edit2: TEdit; 
    Edit3: TEdit; 
    procedure Button1Click(Sender: TObject); 
  private 
    { Private declarations } 
  public 
    { Public declarations } 
  end; 
 
mas=array[0..1000] of real; 
  const a=-1; b=1; 
 
var 
  Form1: TForm1; 
  yh,ya,xh:mas; 
  x,y:real; 
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  x0,y0:integer; 
  f:text; 
implementation 
{$R *.dfm} 
Procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject); 
var 
  fi,fii0,l,l1,fii: mas; 
  k,i,n:integer; 
  fi0,g,delta, eps,del:real; 
begin 
    n:=strtoint(Edit1.Text); 
    for i := 0 to n do 
      begin 
        read(f,fi[i]); 
      end; 
    Labelfi.Caption:=''; 
    fii[0]:=fi[0]; 
    fii[1]:=fi[1]; 
    fi[n+1]:=fi[0]; 
    eps:=strtofloat(edit2.Text); 
    g:=strtofloat(edit3.Text); 
    for I := 1 to n do 
    begin 
        fii0[i]:=fi[i]; 
        l[i]:=0; 
    end; 
    l[0]:=0; 
    delta:=eps+1; 
    while delta>eps do 
      begin 
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        for I := 1 to n do 
          begin 
              l1[i]:=l[i]+g*(fii0[i+1]-fii0[i]); 
              if l1[i]<0 then l1[i]:=0; 
          end; 
        for I := 2 to n do 
          fii[i]:=fi[i]+l1[i]-l1[i-1]; 
        fii[n+1]:=fii0[n+1]; 
        delta:=0; 
        for I := 1 to n do 
        delta:=delta+sqr(fii0[i]-fii[i]); 
        delta:=sqrt(delta); 
        del:=0; 
        for I := 1 to n do 
          del:=del+sqr(fii[i]); 
        del:=sqrt(del); 
        delta:=delta/del; 
        fii0:=fii; 
        l:=l1; 
      end; 
      for I := 1 to n do 








%    Dynamics of fan-shaped plates system 
% 
%                ******* 
%  The left boundary condition is formulated   
%        in terms of angular velocity 
% 
function bl 
global l J a P Q vs tau 
l=.1; % width 
h=.005; % thickness 
m=.11; % mass of plate 
J=m*l*l/3.; % moment of inertia 
vs=.5; % relaxation time of friction forces 
 
n=75; % number of plates 
Nt=2500; % steps on time 
ipt=25; % range for input 
itN=2000; % step for input  
tau=.02; % time step which will be corrected by the program 
 
psi=0.*pi/180.; % angle of slope 
fi0=40.*pi/180.; % initial angle (40^o) 
T=6.; % full time of loading 
om0=(pi-2.*fi0)/T; % angular velocity on left boundary 
P=m*9.81*cos(psi)/2.; % forces produced by weight 
Q=m*9.81*sin(psi)/2.; 
 
d=h/sin(fi0)-h; % distance between plates 
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a=h+d; % distance between plates 
efi=1.e-6; % tolerance in fi 
 
% ------- uniaxial elastic diagram for spring 
%e=(0:30)/20.; 
%for j=1:31 








x=zeros(2,7,n); % for plotting of plates 
fi=zeros(1,n); % angles 
fi_=zeros(1,n); 
om=zeros(1,n); % angular velocities 
om_=zeros(1,n); 
 
N=zeros(1,n-1); % elastic reactions in spring sections 
E=zeros(1,n-1); % elastic strains 
xi=(1:n-1)*a-a/2.; % longitudinal coordinate 
for j=1:n % ------- initial data 
   fi(j)=fi0; 
   om(j)=0.; 
end 
















for it=0:Nt  
   if mod(it,ipt)==0 % ------- write files for plots 
      figure 
      for j=1:n 
         x(1,1,j)=0.; 
         x(2,1,j)=0.; 
         x(1,2,j)=h/2.; 
         x(2,2,j)=-h/2.; 
         x(1,3,j)=l-h/2.; 
         x(2,3,j)=-h/2.; 
         x(1,4,j)=l; 
         x(2,4,j)=0.; 
         x(1,5,j)=l-h/2.; 
         x(2,5,j)=h/2.; 
         x(1,6,j)=h/2.; 
         x(2,6,j)=h/2.; 
         x(1,7,j)=0.; 
         x(2,7,j)=0.; 
         for k=1:7 
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            y=rot(x(:,k,j),fi(j)+psi); 
            x(1,k,j)=y(1)+(j-1)*a; 
            x(2,k,j)=y(2)+(j-1)*a*sin(psi); 
         end          
         [ht]=plot(x(1,:,j),x(2,:,j),'black'); 
         set(ht,'linewidth',1); 
         hold on; 
      end       
      ist=it/ipt; 
      if ist<10 
         strname=strcat('00',int2str(ist),'.dat'); 
      else 
         if ist<100 
            strname=strcat('0',int2str(ist),'.dat');     
         else 
            strname=strcat(int2str(ist),'.dat'); 
         end 
      end     
      fid=fopen(strname,'wb');% ------- inputs for TecPlot 
      str=strcat('VARIABLES="X1","X2"  ZONE T="G1", I=',int2str(7*n),', J=1, K=1, 
ZONETYPE=Ordered, DATAPACKING=POINT'); 
      fwrite(fid,str,'char'); 
      fwrite(fid,' '); 
      for j=1:n 
         for k=1:7 
            fwrite(fid,num2str(x(1,k,j))); 
            fwrite(fid,' '); 
            fwrite(fid,num2str(x(2,k,j))); 
            fwrite(fid,' '); 
         end 
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      end         
      fclose(fid); 
   end 
 
   fi(1)=fi(1)+tau*om0; % ------- boundary condition 
   om(1)=om0; 
   if fi(1)>pi-fi0; 
      fi(1)=pi-fi0; 
      om(1)=0.; 
   end 
   [f1,g1]=rhs(fi,om,n); % ------- five steps of Merson method 
   [f2,g2]=rhs(fi+f1/3,om+g1/3,n); 
   [f3,g3]=rhs(fi+f1/6+f2/6,om+g1/6+g2/6,n); 
   [f4,g4]=rhs(fi+f1/8+3*f3/8,om+g1/8+3*g3/8,n); 
   [f5,g5]=rhs(fi+f1/2-3*f3/2+2*f4,om+g1/2-3*g3/2+2*g4,n); 
   dfi=(2*f1-9*f3+8*f4-f5)/30; 
   dom=(2*g1-9*g3+8*g4-g5)/30; 
   fi_=fi+f1/6+2*f4/3+f5/6; 
   om_=om+g1/6+2*g4/3+g5/6; 
   mfi=max(abs(dfi))/max(fi); 
   if mfi>efi % ------- time step correction 
      tau=tau/2. 
   else 
      fi=fi_; 
      om=om_; 
      t=t+tau; 
   end 
   if mfi<efi/32. 
      tau=2.*tau 
      fi=fi_; 
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      om=om_; 
      t=t+tau; 
   end    
   for j=2:n % ------- solution correction 
      if fi(j)>fi(j-1) 
         fi(j)=fi(j-1); 
         om(j)=om(j-1); 
      end 
      if fi(j)<fi0 
         fi(j)=fi0; 
         om(j)=0.; 
      end 
   end    
   if it==itN % ------- output of strains and stresses in spring 
      [E,N]=eN(fi,n); 
      figure 
      [hN]=plot(xi,N,'black-'); 
      set(hN,'linewidth',3); 
      grid on 
      figure 
      [hE]=plot(xi,E,'black-'); 
      set(hE,'linewidth',3); 
      grid on 
   end 
end 











function [f,g]=rhs(fi,om,n); % ------- right hand side                




   mc=a+l*(cos(fi(j))-cos(fi(j-1))); 
   ms=l*(sin(fi(j))-sin(fi(j-1))); 
   m=sqrt(mc*mc+ms*ms); 
   em=(m-a)/a; 
   m_fi=(-l*mc*sin(fi(j))+l*ms*cos(fi(j)))/m; 
   if j<n 
      pc=a+l*(cos(fi(j+1))-cos(fi(j))); 
      ps=l*(sin(fi(j+1))-sin(fi(j))); 
      p=sqrt(pc*pc+ps*ps); 
      ep=(p-a)/a; 
      p_fi=(l*pc*sin(fi(j))-l*ps*cos(fi(j)))/p; 
      g(j)=(Q*l*sin(fi(j))-P*l*cos(fi(j))-ef(em)*m_fi-ef(ep)*p_fi)/J; 
   else 
      g(j)=(Q*l*sin(fi(j))-P*l*cos(fi(j))-ef(em)*m_fi)/J; 
   end 











   p=N(1)*z/e(1); 
else 
   if z<e(2) 
      p=(N(1)*(e(2)-z)+N(2)*(z-e(1)))/(e(2)-e(1)); 
   else 
      if z<e(3) 
         p=(N(2)*(e(3)-z)+N(3)*(z-e(2)))/(e(3)-e(2)); 
      else 
         if z<e(4) 
            p=(N(3)*(e(4)-z)+N(4)*(z-e(3)))/(e(4)-e(3));         
         else 
            if z<e(5) 
               p=(N(4)*(e(5)-z)+N(5)*(z-e(4)))/(e(5)-e(4));       
            else 
                if z<e(6) 
                   p=(N(5)*(e(6)-z)+N(6)*(z-e(5)))/(e(6)-e(5)); 
                else 
                   p=(N(6)*(e(7)-z)+N(7)*(z-e(6)))/(e(7)-e(6));           
                end 
            end 
         end 
      end 








   c=a+l*(cos(fi(j))-cos(fi(j-1))); 
   s=l*(sin(fi(j))-sin(fi(j-1))); 
   r=sqrt(c*c+s*s); 
   E(j-1)=(r-a)/a; 
   N(j-1)=ef(E(j-1)); 
end 
 
 
